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konstant ist, woraus zu schlieen ist. dall das Ein-
zelteilchenmodell zur Beschreibung der hier unter-
suchten Entladungen nicht geeignet ist.

Die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der
StoBwellentheorie von GuperLy '! sind bei den be-
trachteten Entladungen erfiillt: da die Lorentz-Kraft
gegeniiber dem immer stirker werdenden Druck-
gradienten hinter der Stoffront immer weniger ins
Gewicht fallt, je weiter die Entladung nach innen
gelaufen ist. kann man, abgesehen vom Entladungs-
beginn, die Stofwelle als kraftefrei ansehen., was
auch durch numerische Berechnungen von KoLrer 12
bestitigt wurde. Auflerdem ist den Sweep-Aufnah-
men, in denen die reflektierte Stolwelle sehr gut zu
verfolgen ist, zu entnehmen, daf} der Entladungsver-
lauf wesentlich durch die Stolwellen bestimmt wird.

Die von WyLp aus dem Stofwellenmodell abgelei-
tete Amplitudenbeziehung lautet:

a())/r(t) < [fi/ (=] +/s.

11 G. Guperry, Luftfahrt-Forschung 19, 302 [1942].
12 A. KoLLER, Z. angew. Math. Mech., im Druck.
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Der Nullpunkt der Zeitskala ist hierbei in den Pinch-
Zeitpunkt gelegt. a und r bedeuten wieder Amplitude
der Instabilitdit bzw. Radius der Entladung, und f,
und f, sind zeitunabhédngige Parameter. In dem un-
teren Diagramm der Abb. 10 ist das Verhaltnis von
Amplitude zu Radius gegen (¢, —1)/t, aufgetragen.
Die gestrichelte Kurve wurde aus dem vorstehenden
Ausdruck errechnet, wobei die Werte fiir f; und f,
durch die beiden als schwarze Dreiecke gezeichneten
Punkte festgelegt wurden. Die in Anbetracht der
mehrmaligen Bildumsetzungen und der damit ver-
bundenen Fehler gute Ubereinstimmung des errech-
neten und gemessenen Amplitudenverlaufes 1a3t die
Annahme zu, dafl die beobachteten Instabilitaten
den von WyLp aus der Stoflwellentheorie berechne-
ten entsprechen.

Herrn Prof. H. Maecker mochte ich fiir die Anregung
zu dieser Arbeit danken. Herrn Dipl.-Math. A. KoLLer
danke ich fiir wertvolle Hinweise und Diskussionen.
Friulein U. Rivke und Herrn K. Rickar danke ich fir
ihre Hilfe bei der Durchfithrung und Auswertung der
Messungen.

Zur Axiomatik der Diracschen Y-Operatoren im Riemannschen Raum

Von ErNsT ScHMUTZER

Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitdt Jena
(Z. Naturforschg. 17 a, 685-—692 [1962] ; eingegangen am 21. Mai 1962)

While usually y» yu+yuy»=2 guv is considered as the fundamental relation for the definition of
Dirac’s y-operators in curved space in our axiomatic foundation this relation is a derived one being
deduced from the fundamental axiom (11). Starting from this axiom in § 1 the y-algebra in curved
space is developped. In § 2 the choice of hermitean y-operators in curved space is investigated. § 3 is
occupied with the fundamental problem of splitting the y-operators into Pavir’s g-operators, i. e. with
the problem of the connexion of bispinor and spinor formalism. All computations are based on
general curved coordinates fully avoiding the tedious orthogonal Vierbein-formalism.

Im Zusammenhang mit der Theorie der Elemen-
tarteilchen und der Beziehung zwischen Invarianz
und Erhaltung spielt bekanntlich die Theorie der
Spinoren bzw. Bispinoren im Riemannschen Raum
(oder auch im Minkowski-Raum in krummlinigen
Koordinaten) eine groBe Rolle. Auf Einzelheiten
wurde bereits in fritheren Arbeiten! des Verfassers
eingegangen, die sich mit der Theorie der Spinoren
beschaftigt hatten, die man in analytischer Hinsicht
als weitgehend abgeschlossen ansehen kann. Wesent-
lich anders ist dagegen die Situation in der Theorie

Scamutzer, Z. Naturforschg. 15 a, 355, 831 [1960] ; 16 a,
[1961].

1 E.
825
2 J. G. Frercuer, Nuovo Cim. 8, 451 [1958].

der Bispinoren in beliebigen Koordinaten. Wir er-
wéhnen dazu die in letzter Zeit erschienenen Arbei-
ten von FLETCcHER 2, GREEN 3, Nakamura und Toyopa 4
sowie Ropilev %, die sich mit verschiedenen Aspek-
ten der Bispinortheorie beschéftigen. Eine besonders
interessante und, wie uns scheint, noch nicht tief-
griindig genug geklarte Frage ist dabei diejenige,
inwieweit sich namlich tatsdchlich die Theorie der
Bispinoren im Riemannschen Raum allgemein-
kovariant aufbauen laft.

Wihrend die Theorie der Spinoren in vollig belie-

3 H. S. Greex, Proc. Roy. Soc., Lond. 245, 521 [1958] ; Nucl.
Phys. 7, 373 [1958].

4 H. Nakamura u. T. Tovopa, Nucl. Phys. 22, 524 [1961].

5 V. I. RopiCey, J. Exp. Theor. Phys. 40, 1469 [1961] (russ.).

@NOIS)

Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung“) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher

Nutzungsformen zu erméglichen.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der

) Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland

3.0 Germany License.

to allow reuse in the area of future scientific usage.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is



686

bigen krummlinigen Koordinaten durchfithrbar ist,
wurde bekanntlich in einer Reihe grundlegender
Arbeiten i{iber die Bispinoren vom orthogonalen
Vierbein-Formalismus Gebrauch gemacht (vgl. Ar-
beiten von Fock ¢ und IwaNENKO sowie von Dirac 7).
Demgegeniiber hat sich ScuropiNGer ® bereits {riih-
zeitig von einer speziellen Koordinatenwahl frei-
gemacht. Ziel unserer Untersuchung ist es, im Sinne
ScurOpINGERs beliebige krummlinige Koordinaten
zugrunde zu legen und eine Reihe von Fragestellun-
gen zu behandeln, die von ScHrRODINGER nicht er-
forscht wurden. In der vorliegenden Arbeit werden
wir uns vornehmlich mit der Axiomatisierung der
Diracschen y-Operatoren. mit Hermitezitdtsfragen
sowie mit der Zerfillung der Diracschen y-Operato-
ren in die Pavrischen Spintensoren befassen .

§ 1. Axiomatik der Diracschen y-Operatoren

Wir schlieffen uns im wesentlichen an unsere be-
reits in den fritheren Arbeiten! benutzte Symbolik
an. Wir werden also mit einer reellen Metrik der
Signatur (4, +, +, — ) arbeiten. Die LEvi—Crvira-
schen Pseudotensoren hidngen dann folgendermalien
mit dem Levi—Civita-Symbol zusammen (griechische
Indizes laufen von 1 —4) :

Euvaf = Vg 6!0'1/‘5’; J:‘,‘“']ﬂ o e (l/}/g) (S‘ur:;? ( l )
(g= —j,gur ) .

In krummlinigen Koordinaten geniigen bekanntlich
die Dirac-Operatoren der Relation

YuYr+7rVu= 2 8ur (2)

Die Axiomatik der Paurischen metrischen Spinten-
soren, die einer zu Gl. (2) analogen Beziehung ge-
niigen. liel} sich auf folgender Relation

B PR - 1 oB 7.
0/1 A0vBc = g/w YAcC o (l/yz) g/tw_)'! O-JA O-TIJ’C (3)

aufbauen!. Da bei der Zerfallung der Dirac-Opera-
toren PauLrische Spintensoren auftreten, also man
insbesondere auch auf die Beziehung (3) stoflen

% V. Fock, Z. Phys. 57, 261 [1929].

7 P. A. M. Dirac, Max-Planck-Festschrift, Berlin 1958, S. 339.

8 E. Scurépincer, S.B. Preufl. Akad. Wiss., Phys.-Math. Klasse
(1932). S. 105.

9 In einer nachfolgenden Arbeit (E. Scumuvrzer, Z. Natur-
forschg. 17a, [1962], im Druck) werden wir beweisen,
daf} sich die Bispinor-Theorie allgemein-kovariant kon-
sistent aufbauen 1dft und dafl die Konsistenz eine villige
Befreiung von Hermitezititsforderungen an die 7, nach
sich zieht.
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miifte, liegt die Vermutung nahe, ein zu (3) analo-
ges Axiom fiir die Dirac-Operatoren anzusetzen:

YuYr= 8ur + 8.111'7‘;~ Y Vi T. (4')

Dabei ist I' ein zunichst freier Operator, der sich
aus der inneren Konsistenz des Axioms bestimmt:
Geht man mit der linken Seite von (4) in die rechte
Seite von (4) ein. so ergibt sich die Bedingungsglei-

chung AT 5)

Addiert man (4) bei Vertauschung der freien
Indizes mit sich selbst. so ergibt sich daraus jetat
als abgeleitete Relation der Ansatz (2).

Grundsitzlich wollen wir im weiteren Indexbewe-
gungen an den Dirac-Operatoren im Sinne des Ten-
sorkalkiils verstanden wissen. also Beziehungen der
folgenden Art

yi=g” 7. usw. (6)
benutzen.
Multipliziert man (4) von links mit ;. so ergibt
sich 5 =
p=—4ey y.pal. (7)

Nochmalige Multiplikation von links fiithrt auf die
e grhy oy, I'= —12, (8)

Es ist nun zweckmifig, in Verallgemeinerung der
fiir Minkowski-Koordinaten gewihlten Definition
Vs=717V27V3 74 ZU setzen:

1

57 41

v vk Yy Vi Y V1 o (9’
Damit resultiert die Gleichung
iy, I'=-12,

aus der sich durch Multiplikationen von rechts mit
I'? unter Benutzung von (5)

I'=%iy; (10)
ergibt. so dal} aus (4) schliefllich das in sich kon-
sistente Axiom

ViYe=glo+ Y& YoPe Vs (11)
folgt. Wir haben dabei y5 so definiert, dal}
72 =1 (12)

gilt. Man kann dieses Ergebnis so erhalten. daf}
man (5) von links mit y5; multipliziert, wodurch man
bei Verwendung von (10) zur Beziehung

—41I2=1 (13)

gelangt. Wegen (10) resultiert aus (13) sofort (12).
Fiir manche Rechnungen ist es niitzlich. die Be-
ziehung (9) in Dreier-Schreibweise anzugeben. Zu
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diesem Zweck treffen wir die Festlegung, daf} latei-
nische Indizes von 1 bis 3 laufen und die EixsTEIN-
sche Summenkonvention angewandt wird. Fithrt man
in diesem Sinne in (9) die Summation iiber den
raumlichen und zeitlichen Anteil schrittweise aus,
und benutzt man zur Umordnung der Dirac-Opera-
toren die Relation (2). so ergibt sich

61 y5=e"[y; ym 71 75— 3 g7 vml-

(14)

Hétte man (9) die aquivalente Form

(15)

Ly s VY P A
/5 4'i vuzxk [ ( / 7

gzegeben und denselben Rechnungsgang durchge-
fuhrt, so hatte sich sinngemal}

61 V5= '-"jml-l[}’j ./m 71 ./,4 -3 ;,j ;,m g4l] (16)
ergeben. Fiihrt man z. B. in Gl. (14) auch noch die
rdumliche Summation explizit aus, so resultiert

(Vli) 7s=717273 72— 813 824+ 812834+ 814 823 — &12 V3 Va+ 813 V2 Va—81a V2 V3 — 823 174

+ 8247173 8347172

(17)

Durch Quadrieren dieses Ausdrucks kann man (12) erneut bestitigen. Bei dieser Gelegenheit benotigt
man mehrere Relationen, die in Mixkowski-Koordinaten eine sehr einfache Form annehmen. in beliebigen
Koordinaten jedoch relativ kompliziert sind. Da diese Relationen bei expliziten Diskussionen benotigt wer-

den, geben wir sie hier an:

(71727378)2=717273 74 (4 823 814 — 4 813 824 +4 834 &12)
+ 7174 (4 813 820 834 + 4 812 824 833 — 8 834 812 823 — 2 814 822 &33)

+ 72 74(—2 811 824 833 T4 834 811 823) + 73 74 ( — 2 &34 811 &22)

(18)

+7172(—2 g12 833 844) + 7273 (—2 go3 &11 844)
+ 7173 (4 812 823 84a — 2 813 822 8as) + 811 822 833 8as »
(7374) (717273 74) =73 7a(4 814803 — 4 813 824) + V2 Va(4 813830 —2 814 833) + 7174 (2 &24 833 — 4 823 834)

+7273(—2 813844) +7173(2 823 844) +7172( — 833 Baa) +2 83471727371 (19)
(7274) (71727374) =7374(2 814 822 — 4 812 824) +4 8128347274
+ 8228147173~ 28128ua 7273 —2 8a 82271 7a T2 82471727374 (20)
(7273) (Y172 7374) =73 74(2 813820 — 4 812 823) +2 812833 V2 V4 — V171822 833+ 2 823 V1 V2 V3 Va s (21)
(7178) (71727374) =2 81471727374 — 2 8118247374+ 2 811834 V2 V4 — 811 844 V2 /35 (22)
(7178) (71727374) =2 81371727374 — 2 811823 V3 V4 + 811 833 V2 V4 » (23)
(7172) (1727874) =2 812717273 74— 811822 V374> (24)
(71727874) (7374) =2 8347172 V372 — 833844 71725 (25)
(71727374) (7274) =2 82471727374 — 2 823844 V172 8228447173 (26)
(71727374) (V273) =2 8ag 7172 V3 7a+2 834 822 V1 V3 +7172(2 833 824 — 4 823 834) — 82283371 74> (27)
(71727374) (7178) =2 814 V172V3Va— 2 8sa 813 V1 Ve + 2812844 V1 7V3 — 811844 V2 V3 (28)
(71727374) (7178) =2 813717273 7a +7172(2 814 833 — 4 &13 834)
+4 8128347173 28318117273 —2 8128337174 T 8118337274 (29)
(71727378) (7172) =2 8127172 V3 ¥s +7172(4 8o 814 — 4 813 824) + 71 74 (2 8o2 813 — 4 £12 823)
+7173(4 821 812 — 2 814 820) — 81182273 7a — 2 811824 V2 V3 +2 81183 V27a-  (30)
Mit Hilfe von (12) resultieren nun aus dem Axiom (11) ohne Schwierigkeit die Beziehungen
pr=—biet puyamays,  Prvs=ki e yuyari, (31), (32)
Suom . = (=LM€ i s (33)

2t
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Wendet man wiederholt die Formel (2) zur Umordnung der Dirac-Operatoren an, so gewinnt man

nach einiger Rechnung die wichtige Beziehung

/sVt= —VtVs5-

(34)

Im folgenden beschiftigen wir uns mit der Herleitung von Formeln fiir Drei-Faktoren-Produkte und
Vier-Faktoren-Produkte: Wir multiplizieren zu diesem Zweck (11) von rechts mit 7, und erhalten

Vi Vo Vu=gio Yu— 1 &l

60 a) sy
VoV VuVs-

Auf das Produkt ysy. wenden wir wiederum (11) an. Vermoge

70

e Eon = Gin 009" + 909595 + 9ou 99— 9009 9s — 919097 — Jou 93977 (35)
ergibt sich dann bei Verwendung von Y Yo P =7 (28— Ve V0) = —2 70 (36)
die Beziehung 717, yu=gio Yu+ $ €100 Vo V5 + F 7 (Pave — Vo 7i) + 3 (74 Gou— 70 Gia) - (37)
Mit Hilfe von (2) gewinnt man VuViVo=28uiVo—2 8uo Vi+ Vi Vo Yu (38)
und daraus durch Antisymmetrisierung
Yu(yiye—7o71) =4(gui Vo — Buo 73) + (Yiye— Ve 72) Vu. (39)
Setzt man dieses Ergebnis in (37) ein. so resultiert
Vi Vo Yu= gio Vu~+ Bou Yi— Giu Yo+ Elou’ Yo Vs (40)
Ohne Schwierigkeiten deduziert man daraus die niitzlichen Relationen
[72, el = 2 (goa 7= gau ) (70, Gtal + =2 e30s” Yo 5, (41), (42)
7v Sur+ Gri yu= 1 (giu y»— goi Vi) (43)
[Cio, Sur] =2(giu gro — Gou Giv) + ¥ (€i0u” Vo Vv + Ewri” Yo Yo + Eois” Yo Viu+ Evue®Ya V1) Vs - (43")

AuBerdem gewinnt man aus (40) durch Multiplikation mit y, von rechts unter Heranziehung von (11)

die Formel

ViYoVuYv=8io 8ur + 8ou 8iv — Ziu ov — 12 6/'.9}‘0 Yo Vv Vs + '} i Yo Vs 75(&11:'06 8io + Elvm’ 8on — fgrm) giu) .

Zum Abschluf} dieses Paragraphen geben wir noch
einige algebraische Beziehungen zwischen den Dirac-
Operatoren und den Basisvektoren an: Definiert
man folgenden Vektor-Operator:

Y =€ Pu;s (45)
so ergibt sich bei Verwendung von (2)
(Y)2=4, (46)
Yyt Y=2¢, (47)
Y Y=—2p. (48)

§ 2. Hermitezitatsuntersuchung zu den
Diracschen y-Operatoren

Aus angeblich physikalischen Griinden setzt man
bekanntlich in der konventionellen MiNkowskI-
Koordinaten 7,"=y, und in GariLer-Koordinaten
vi =7i; 74 = — 74 Es erhebt sich nun die Frage.
unter welchen Umstdnden eine derartige Wahl in

(44)

beliebigen Koordinaten moglich ist. Wir untersuchen

deshalb die Frage. ob sich der Ansatz

+
V. =Y.
Tl

(49)

Y P B
Ve =Yy
(o sei ein reeller Parameter) mit dem Axiom (11)
vertrdgt. Beachtet man die Reellitdt der LEvi—Crvrra-
schen Pseudotensoren, so resultiert aus (9)

i 1
B 41

Axuy . F + ok *
YL Y Y Yy

(50)

Da in jedem Glied der Summe einmal der Faktor y,"
auftritt, so folgt

+

V5= = S u = —ays,  (51)
wihrend sich aus (34)
P ys=—vsp’ (52)
ergibt. Damit kann man schreiben
Yi' Yo =glo+ i a i ys ys' ys. (53)
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Bei Verwendung des Ansatzes (49) findet man
daraus fiir die rdumlich-raumlichen Produkte a®>=1,
fir die rdumlich-zeitlichen Produkte a=1 und fiir
das zeitlich-zeitliche Produkt o> =1. Da bei unserer
gewihlten Signatur g,, <0 ist. wird also (y,)? nega-
tiv. Das ist aber nur fiir antihermitesche y, zu be-
friedigen, d. h. es miifite a= — 1 sein, was im Wi-
derspruch zu unseren Folgerungen aus dem Axiom
steht. Fiir den Fall allgemeiner Koordinaten ist also
Ansatz (49) nicht realisierbar. Eine Vermeidung
dieses Widerspruchs ware erreichbar fiir giyy=0,
d. h. fiir zeitorthogonale Koordinatensysteme.

ScHRODINGER hat bewiesen, dafl bei komplexer
Metrik mit der Signatur (+, +. +. +) der An-
satz y"" =9'; y," =7, zu befriedigen ist. Er bediente
sich dabei eines expliziten Konstruktionsverfahrens
spezieller Dirac-Operatoren. Im Sinne unserer Me-
trik wollen wir nun allgemein beweisen, daf} der
folgende Ansatz

e (54)
mit dem Axiom (11) vertraglich ist.
Bei Verwendung von (6) resultiert
i =g v+ gurt, (55)
P =gy~ . (56)

Durch Auflésung gewinnt man daraus die Bezie-
hungen

P = — (2/g4a) Va7 (57)

7i=7i— (2 gis/gss) 74 - (58)

Aus (15) ergibt sich durch hermitesche Konjuga-
tion

l i+ + + +
e T b L A A Gl (59)

4!

Fihrt man die Summation explizit aus, so erhalt
man bei Verwendung von {57)

(41/3) ys"=4tiys— (8 Velea) (7' P+ 1273 1

EE A S e e A (60)
—~ 1) pas
Aus (40) folgt
1 ,/2 ./,3+ ;,2 73 ;,1 + ;,3 ./,1 },2
=g23 71+gl3 },2+g12 y3+3i£123u ?'JVS’ (61)
71 .,,3 ;,2 + },2 7/1 }’3 + },3 72 },1
=g@ 7 +g Y +g% P +3ie ™ peyy,  (62)
so dal Vs =75 (63)
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resultiert. Unter diesen Umstanden ergibt sich aus

(11) (64)

ye =gt —ti el ys s s
Fir das raumlich-raumliche Produkt folgt dann bei
Beachtung von (54) und (58)

V=gl +3ie sy, (65)
d. h. der Ansatz (54) ist mit (11) vertraglich.

Fiir das raumlich-zeitliche Produkt kann man bei
Heranziehung von (57) und (58) schreiben:

T d T4 271'}3__1. T4kl ) my
7V =8 + 214 2‘9 TEVL?s (66)
+ L8k g R (yy 1y — Y174) V5
844
Wegen Y ra=H1 € yuyrvs (67)
resultiert
Y rt=gt ey ys, (68)

also liegt auch in diesem Fall Vertraglichkeit vor.
Fiir das zeitlich-zeitliche Produkt kommt zu stehen:

Pyt = gt (69)

Eliminiert man mit Hilfe von (57), so findet man
auch in diesem Fall Konsistenz. Die Wahl (54) ist
also widerspruchsfrei.

Die Betrachtung der Ansatzes (54) wirft sofort
die Frage auf, ob der dazu inverse Ansatz

i =7is =yt (70)
ebenfalls moglich ist. In diesem Fall ergibt sich aus
(6) =g prh g v (71)

e =84 7" — gu 7t (72)
Die Aufl6sung fiihrt auf
7a =7a— (27/g"), (73)
Y=y (2% g4/g™) . (74)
Aus (9) folgt nunmehr
78 = — 4y S 1 Y (75)

T4
Die explizite Durchfithrung der Summation liefert,
analog wie oben beschrieben,

Vs =7s- (76)
Aus (11) resultiert

(77)
Nach entsprechenden Ausfithrungen von Summa-

tionen und Eliminationen folgert man auch in die-
sem Falle fiir das raumlich-raumliche, das raumlich-

+ + . + +
Yo YA =goi— % L Eodr Y V5.
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zeitliche und das zeitlich-zeitliche Produkt Konsistenz
zwischen dem Ansatz (70) und dem Axiom (11).
Man hat also prinzipiell die Moglichkeit, entweder
die eine Wahl oder die andere zu treffen. Interessant
ist nun die Frage. unter welchen Umstidnden beide
Wahlen miteinander vertraglich sind: Setzt man fir
die hermitesch konjugierten Operatoren die Aus-
driicke (54) und (70) in die Relationen (55). (50).
(71) und (72) ein. so findet man

i=8i7 +8ug" Vi— g8 vas vi=7i8u. (78)
V=gtg v +g1yi—g" g, va=vg" (79)
und daraus

gtgyu=1 baw. g¥g;=0. (80)

Die Verwertung dieses Ergebnisses in den Beziehun-
gen (78) und (79) fihrt auf die wichtige Kon-
sequenz

g4=0, (81)

d. h. beide Hermitezitiatsansitze (54) und (70) sind
simultan fiir zeitorthogonale Koordinatensysteme
vertraglich 19,

§ 3. Zerfallung der Diracschen y-Operatoren
in die Paulischen 5-Operatoren
(metrischen Spintensoren)

Es ist ein besonders interessantes Problem. den
Zusammenhang des Diracschen y-Apparates mit dem
Pauvrischen o-Apparat aufzudecken. da erst dann das
Verhiltnis von Bispinoren zu Spinoren im Riemanx-
schen Raum aufgekldart werden kann. Nachdem wir
in unserer fritheren Arbeit ! die axiomatische Grund-
legung der Spinoren behandelt haben und wir in
den vorangehenden Teilen dieser Arbeit die Axioma-
tik des Diracschen y-Apparates vor uns liegen haben.
sind wir jetzt in der Lage, Klarheit in das Verhalt-
nis von Bispinoren und Spinoren im gekrimmten
Raum zu bringen. Vor uns steht also die Aufgabe
zu untersuchen, unter welchen Umstidnden sich die
grundlegenden Formeln (3) und (11) zur Deckung
bringen lassen. Wir gehen dabei von dem allgemein-
sten Zerfallungsansatz

Ju "
yhe Mmoo — o
l)” z.u

1 In einer demnichst in dieser Zeitschrift erscheinenden
Arbeit gehen wir auf grundsitzliche Schwierigkeiten ein,
die mit der Hermitezitdt der y,, verbunden sind. Wir wer-
den zeigen, daf} der Verzicht auf Hermitezitdt diese Kom-
plikationen vermeiden laf3t.

(82)
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aus. Setzen wir diesen Ausdruck in die Beziehung
(2) ein. so resultieren die Vertauschungsregeln
G4 Q"+ 0" o4 — (AR A+ I AM) =2 g,
0" 0"+ 0" 0% — (" "+ R %) =2 g,

(83)

Um diese Relationen mit der aus (3) folgenden
Formel

Ou.l[f 0" e + G AB 0 e = D) gur ;,A" (84)
zur Deckung zu bringen. mufl man
=0, z'=0 (85)

setzen. Damit ergibt sich dann ohne Beschriankung
der Allgemeinheit die Identifizierung

Gl —> 0_1!.4 B’ ’_)" N ’7“.i B

(86)
Zusammenfassend konnen wir endgiltig schrei-

ben: ) ‘(0 e
Gl .
/ o 0

ok Qv 4 i Qll r— 2 gux‘ 5

(87)
00" 40" 0" =2 g".

Dieses Resultat ist deshalb besonders interessant.
weil sich aus dem allgemeinsten Ansatz fir die Zer-
fallung der y-Operatoren von selbst eine Darstellung
ergibt, der man wegen ihres grundlegenden Charak-
ters den Namen ,,Standarddarstellung® geben sollte.
im Unterschied zu dem bisherigen Sprachgebrauch.
der die Pavii—Dirac-Darstellung als Standarddar-
stellung bezeichnet. Unsere Darstellung unterscheidet
sich von letzterer in der Struktur des 3.

Um die entscheidende Formel (11) zerfillen zu
konnen. ist es notwendig. erst y5 zu zerfallen. Setzen
wir deshalb unser Ergebnis in (9) ein, so resultiert
nach Ausfiihrung der Matrizenmultiplikationen

413 s = £ ( ol el O\ (88
' 0 0" g o* o’
Mit Hilfe von
Evuxi 0" o % Q” = 124 i,
(89)

Evuxi Qv (o QZ ot= F241i
(diese Formeln findet man im wesentlichen in un-
serer zitierten Arbeit tiber die Spinoren) ergibt sich

1 0
= :
75 (0 B 1)

Die Verwendung dieses Resultates liefert nach Zer-
fallung von (11) die beiden Relationen

(90)

gt ‘Qv — g.uv i _:)_ i syr'zﬂ Oq 95 ,

(91)
(92)
die sich in Indexform wegen (86) genau mit For-

mel (3) decken. Damit ist das Zerlegungsproblem
gelost.

0/1 g = g!u' _T__lz i s;w:z/f 0a 04 .
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Wir untersuchen jetzt die Auswirkung der Her-
mitezititsfestlegung (54) auf den o-Apparat. In die-
sem bedeutet diese Wahl das Ergebnis

o'=0', o4=—0.

(93)
GiAB — 048 —

d. h. —Ui‘_‘B, =04 4B - (94)
Ein analoges Resultat hdtte man bei der Wahl (70)
bekommen. Nach den Regeln der Indexbewegung
fiir Spinoren kann man die Bedingungen (94) auch
schreiben: ) ) .

0'ip+0 eyt yPP =0;

5 (95)
AC ,BD _ :
/ / —0 *

O4iB — 04DC
Die explizite Auswertung von (95) fiihrt auf die
expliziten Bedingungen

01 = — 0525 O4i1 = 04323 Oy =0; 045, =0 (96)

i’ D’ AF’ B E i
Ay (A Ay + Ap, Ap)oype — (4] gy

D

— AV g ) A2 AL — A%, AE) =0,
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sowie y=pizyp=1.

(97)
Damit bekommt ¢, die Bedeutung eines Vielfachen
der Einheitsmatrix:

04=04'11((1) (1)

Eine andere Form fiir die Bedingung (94) ist ge-
geben durch

o' B=0'pt, o0,48=—o0.p". (97")

Wenn die obige Hermitezititsforderung gegen-

tiber Transformationen erhalten bleiben soll, so

resultiert aus der Invarianz von (94) gegen-

iiber allgemeinen Transformationen das Ergebnis

(4} =0z’ [ox):

(98)

(43, 844+Ai' g1 (‘131415:’ “*lil);' Alf')“mf: +Ai'(413"' Alf"' +412’412,)°j1§£ (81 81— &ij 8as) =0.  (99)

Die Invarianz y” = y zieht die Bedingung
A*A4=1
nach sich (Ad=' A4/,

iber Spinoren).

Unter Voraussetzung der einschrinkenden Be-
dingung (94) liegt jetzt nur noch eine einfache Art
von Matrizen vor. da wir die o’. 0, durch die ¢/, g,
eliminieren konnen. Das Axiom (3) nimmt dann in
Matrizenform die spezifizierte Gestalt

(100)

vgl. unsere zitierte Arbeit

(101)

fur rdumlich-rdumliche Indizes an. Dabei haben wir
zur Elimination von der durch Indexbewegungen
unter Verwendung von (94) entstehenden Beziehung

N T P—
o' ol =g+ 104y €10 00+

OkBC = — &ki olBC (8rs/gss) [045C + g4j 01¢7](102)

Gebrauch gemacht. Wir notieren aulerdem, dal} bei
Benutzung von (93) aus (87)

a) olol+oloi=2gi, b) oo =00,

resultiert. €) (0)*= g (RO}

Die bisher abgeleiteten Formeln vereinfachen sich

nun fiir zeitorthogonale Koordinaten (gi*=0;
giy=0) entscheidend, da in diesem Fall

or=gix0'; ot=gloy; gy=1/g" (104)

gilt. Unter diesen Umstanden entsteht dann aus (94)

OiA.B= —0iaB; ot — o4z, (105)

so dal} neben (54) auch (70) Giiltigkeit besitzt. Wir

schreiben im folgenden die resultierenden Formeln
auf:

ol ol = gl F i oy &) o, (106)
ot 6t =0 g, (107)

ol = F Yoy elfto,o;, (108)
(o%)2= — g, (109)

0411 =) V — 8aa - (110)

Eine noch weiter gehende Vereinfachung ergibt
sich bei Zugrundelegung des Minkowski-Raumes
unter Benutzung von GaviLer-Koordinaten. In die-
sem Fall gilt:

gu=g*=-1; d'=0; o*=—0,; 05, =51,
(111)

0;0;=0;; T 1 &4 O » (112)

0;= T 31 ¢&jps01 05, (113)

(60)2= (o%)2=1. (114)

Aus (112) ergeben sich sofort die zyklischen Rela-
tionen
0,0,=Tio,

(115)

usw.

Damit wurde genau der Anschluf} an die Axiomatik
der Pavri-Matrizen erreicht.

Abschlieflend konnen wir feststellen, daf} es uns
damit gelungen ist. in beliebigen Koordinaten, also
insbesondere ohne Benutzung des schwerfilligen
orthogonalen Vierbein-Formalismus die mathemati-
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sche Situation beziiglich des Zusammenhangs von
Spinorkalkiil und Bispinorkalkiil hinsichtlich unserer
Thematik aufzukliren. Auflerdem ergaben sich
Bedingungen, unter welchen der Diracsche y-Appa-
rat in krummlinigen Koordinaten so formulierbar
ist, dall gewissen Hermezitatsforderungen entspro-

NOTIZEN

chen werden kann. Schlieflich konnte der Weg
genau verfolgt werden. wie sich die Axiomatik der
Pavii-Matrizen in GariLer-Koordinaten in den gro-
en Rahmen einfiigt.

Herrn Norrrorr danke ich fiir Kontrollrechnungen.

NOTIZEN

On the C—N Stretching Frequencies
in para-Substituted Anilines

By Peter J. Kruecer
Department of Chemistry, University of Alberta,
Calgary, Alberta, Canada
(Z. Naturforschg. 17 a, 692—693 [1962] : eingegangen am 18. Juni 1962)

Many authors have shown that the stretching fre-
quencies, the absorption intensities, and in some cases
the band widths arising from vibrations localized in
functional groups attached to an aromatic ring can be
related to the electronic nature of the ring substituents
through the HammeTT substituent constants (o) ! based
on chemical reactivity studies. Such correlations have
been published for the OH stretching vibration in
phenols 2, the C=N stretching vibration in benzonitri-
les 375, the —NH stretching vibration in N-methyl ani-
lines 6, the NH, stretching vibrations in anilines®”8,
and the C=0 stretching vibration in benzaldehydes ®,
ethyl benzoates® and acetophenones % 1°. Browx 1! has
shown that in some cases such correlations are more
appropriately made in terms of the electrophilic sub-
stituent constants ¢” 1. The high precision and accuracy
of the recent infrared measurements in this field has
justified a statistical treatment of the data by Rao and
VENKATARAGHAVAN 13,
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Although such relations have contributed to our
understanding of the structure and behaviour of or-
ganic molecules, they have remained largely empirical
since completely satisfactory theoretical calculations of
the substituent constants have not yet been made .
However, Browx 1* has shown, on the basis of a simple
molecular orbital treatment, that such correlations of
spectroscopic parameters with essentially kinetic con-
stants are reasonable, since the changes in electron
distribution which occur in the molecule during vibra-
tional distortions closely parallel those which occur in
the formation of the transition state during chemical
reactions.

These correlations have also been shown to hold in
such cases where the vibration involves one of the aro-
matic ring carbon atoms, as in the asymmetrical
C—0—C stretching vibration in anisoles . More re-
cently Rirscui 17 has extended this to a simpler vibra-
tional mode, the C—N stretching vibration in pare-
substituted anilines, where the frequency rises as the
ring substituents become more electron withdrawing.

Since no interpretation was offered for this behaviour
of the C—N stretching frequency. and since the NH,
stretching vibrations in substituted anilines have been
studied in great detail '® 1, it has now been possible
to justify these results in a more fundamental manner.
The HNH bond angle calculated from the NH, stretch-
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